Неделя 9

Тригонометрическая система и ее свойства. Ряд Фурье

Лекция №9
Цель лекции: изучить тригонометрическую систему функций, ее ортогональность и основные свойства; ввести понятие ряда Фурье и научиться вычислять коэффициенты Фурье.
1. Тригонометрическая система
На отрезке [−π, π] рассматривается система функций
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, …, cos nx, sin nx, …
Эта система является ортогональной относительно скалярного произведения (f,g)=∫₋π^π f(x)g(x)dx.
2. Основные свойства ортогональности
∫₋π^π cos(nx)cos(mx)dx = 0, n≠m
∫₋π^π sin(nx)sin(mx)dx = 0, n≠m
∫₋π^π sin(nx)cos(mx)dx = 0
∫₋π^π cos²(nx)dx = ∫₋π^π sin²(nx)dx = π
3. Ряд Фурье
Для интегрируемой периодической функции f(x) с периодом 2π ряд Фурье записывается в виде
f(x) ~ a₀/2 + Σₙ₌₁^∞ [aₙ cos(nx) + bₙ sin(nx)]
Коэффициенты Фурье:
a₀=(1/π)∫₋π^π f(x)dx
aₙ=(1/π)∫₋π^π f(x)cos(nx)dx
bₙ=(1/π)∫₋π^π f(x)sin(nx)dx
4. Четность функции и упрощение вычислений
Если f(x) четная, то bₙ=0 и ряд содержит только косинусы. Если f(x) нечетная, то a₀=aₙ=0 и ряд содержит только синусы.
5. Сходимость ряда Фурье
В точке непрерывности ряд Фурье при стандартных условиях сходимится к f(x). В точке разрыва первого рода сумма ряда равна полусумме односторонних пределов: [f(x−0)+f(x+0)]/2.

6. Разобранные примеры
Пример 1. Проверить ортогональность sin 2x и sin 3x на [−π,π].
Используем формулу произведения синусов. Интеграл по симметричному периоду равен 0. Следовательно, функции ортогональны.
Пример 2. Разложить f(x)=x, −π<x<π.
Функция нечетная, поэтому a₀=aₙ=0. bₙ=(2/π)∫₀^π x sin(nx)dx=2(−1)^(n+1)/n. Итак: x=2Σₙ₌₁^∞(−1)^(n+1)sin(nx)/n.
Пример 3. Разложить f(x)=|x|, −π<x<π.
Функция четная, поэтому bₙ=0. a₀=π; aₙ=2((−1)^n−1)/(πn²). Итак: |x|=π/2−(4/π)Σ_{n нечетн.} cos(nx)/n².
Пример 4. Для f(x)=1 найти коэффициенты Фурье.
a₀=2, aₙ=0, bₙ=0. Следовательно, ряд Фурье равен 1.
Пример 5. Для f(x)=cos 3x найти коэффициенты.
По ортогональности a₃=1, остальные aₙ=0; bₙ=0; a₀=0.
Контрольные вопросы
1. Какая система называется тригонометрической?
2. В чем состоит ортогональность тригонометрической системы?
3. Как записывается ряд Фурье?
4. Как вычисляются a₀, aₙ и bₙ?
5. Как упрощается ряд для четной функции?
6. Как упрощается ряд для нечетной функции?
[bookmark: _GoBack]7. Чему равна сумма ряда в точке разрыва первого рода?
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